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図 1
種数 3の非特異トロピカル曲線の同相類
定理 1.0.1 以下の条件を満たす位相空間M3 =
`5
i=1 Siが存在する．
(a) 各 Siは type iの種数 3の非特異トロピカル曲線の同型類の集合と対等である．
(b) 種数 3の非特異トロピカル曲線の任意の連続族 f : X ! T が与えられたとき，t 2 T
に対し f 1(t)の同型類に対応するM の点を与える写像 ' : T !M は連続である．
(c) SiはR6の部分集合で閉包が凸多面体となる．







定理 1.0.2 種数 3の非特異トロピカル曲線の自己同型群は以下の群のいずれか１つと同
型である．ただしDnは位数が 2nの二面体群とする．
fidg; Z=2Z; (Z=2Z)2; (Z=2Z)3; S3; S4; S4  (Z=2Z); D4; D4  (Z=2Z)
このうち，位数が最大となる群はある type 5曲線の自己同型群のS4  (Z=2Z)で，位数
は 48である．




















定義 2.1.1 （トロピカル演算） 集合R t f1gの任意の元 x; y に対し
（加法）x y = min(x; y)
（乗法）x y = x+ y
4
と定める．ただし，aがRに属すとすると1に対する演算は以下のように定める．
1 a = a; a1 = a; 11 =1;
1 a =1; a1 =1; 11 =1




注 2.1.2 (R [ f1g;;)は半体である．すなわち，次がいえる．
・ R [ f1gは加法に関して可換モノイドである．
・ R [ f1gは乗法に関して可換モノイドである．
・ R [ f1gの任意の元 a; b; cに対し次の分配法則を満たす．











1    xinn”
= min
(i1; :::; in)2T
(ai1in + i1x1 +   + inxn)
また，n変数トロピカル多項式全体の集合をRtrop[x1; : : : ; xn]と表す．
注 2.1.4 Rtrop[x1; : : : ; xn]半環となる．すなわち，
・ Rtrop[x1; : : : ; xn]は加法に関して可換モノイドである．
・ Rtrop[x1; : : : ; xn]は乗法に関して可換モノイドである．
・ Rtrop[x1; : : : ; xn]の任意の元 F; G; Hに対し次の分配法則を満たす．
F  (GH) = (F G) (F H); (F G)H = (F H) (GH)
注 2.1.4より一般的な多項式環R[x1; : : : ; xn]とは違い，Rtrop[x1; : : : ; xn]は半環である
ため減法の存在が保証されない．しかしトロピカル演算での乗法は，通常の加法であるた
め，逆数が存在する．それを利用し有理式を定める．





定義 2.1.6 （超曲面）n変数トロピカル多項式 F に対し，V (F ) = fw 2 Rn j F の少な
くとも 2項が F (w)の値をとる g を F で定まる超曲面という．
例 2.1.7 　 2変数トロピカル多項式 F が
F =“ 2x31 + 1x22 + 3x1x2 + 1”= min(2 + 3x1; 1 + 2x2; 3 + x1 + x2; 1)
のとき
V (F ) = V1 [ V2 [ V38><>:
V1 = f(x1; x2) 2 R2 j 3x1   2x2 =  1; x1   13g;
V2 = f( 13 ; x2) 2 R2 j x2  0g;













Kを体とし，K = K n f0g とする．
定義 2.2.1 （付値）体KからR [ f1gへの写像 valは，以下の条件を満たすときK上
の付値という．
(i) val(a) =1 () a = 0
(ii) val(ab) = val(a) + val(b)
(iii) val(a+ b)  min(val(a); val(b))
このとき，val(K)を付値加群といい valで表す． valがZと群として同型であるとき val
を離散付値といい， val = Zのとき valを正規付値という．
注 2.2.2 体Kの付値 val1; val2に対し、二項関係を
9c; c0 2 R>0; 8x 2 K; c val1(x)  val2(x)  c0 val1(x)
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となるとき val1  val2と定義すると，は同値関係である．任意の自明でない離散付値
は正規付値と同値である．
命題 2.2.3 （[7] Lemma2.1.1）　付値 valに対し，次が成り立つ．
(i) val(1) = 0
(ii)8a 2 K; val(a) = val( a)
(iii) a; b 2 K; val(a) 6= val(b)) val(a+ b) = min(val(a); val(b))
定義 2:2:1から a; b 2 K; a 6= 0のとき，val(b=a) = val(b)  val(a)であることが従う．
記号 2.2.4 　Kと付値valに対しRK = fc 2 K j val(c)  0g，mK = fc 2 K j val(c) > 0g
と定める．
命題 2.2.5 　RK は局所環であり，その唯一の極大イデアルがmK である．
証明　RKが可換環であることと，mKがRKのイデアルであることは定義から直ちに
従う．







= val(1)  val(a) = 0
より，1=aはRK の元である．今，aはイデアル Iの元なので





は空集合ではないので，そこから１つ元 aをとると val(a) = 0．上記で示した通りmは
RK と一致し矛盾する．よって，mK はRK の唯１つの極大イデアルである．
}















RRfftgg = fc(t) 2 Rfftgg j a1a  0g
mRfftgg = fc(t) 2 Rfftgg j a1a > 0gとなる．
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記号 2.2.7 8a 2 RK に対し，a = a+mK と書くことにする．







（SはZnの有限部分集合）に対し，f のトロピカル化 trop(f) : Rn ! Rを
trop(f)(w) = min
u2S
(val(cu) +w  u)
とし，f のトロピカル超曲面を
trop(V (f)) = fw 2 Rn j trop(f)の少なくとも 2項が trop(f)(w)の値をとる g
と定義する．
注 2.2.9 trop(f)(w)は n変数トロピカル多項式であるため，定義 2:1:6よりこの超曲面を
V (trop(f)) = fw 2 Rn j wは trop(f)において少なくとも 2項で最小値をとる g
とできる．よって，trop(V (f))と一致する．
記号 2.2.10 valを離散付値とする．集合 valからZへの同型写像を とする．
このとき，  val(t) = 1となる tを用いて次を定義する．






記号 2.2.12 n変数ローラン多項式環K[x]の元 f に対し，V (f) = fy 2 (K)n j f(y) =
0gとする．
命題 2.2.13 （Kapranovの定理 [7]）n変数ローラン多項式環K[x]の元 f に対し，次の
集合は一致する．
(i) trop(V (f))，
(ii) fw 2  nval j inw(f)が単項式ではない g  Rnの閉包，
(iii) f(val(y1); : : : ; val(yn)) j (y1; : : : ; yn) 2 V (f)gの閉包．
2.3 釣り合い条件
記号 2.3.1 N をZrと同型な自由アーベル群とし，NR := N 
Z R と表す．
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定義 2.3.2 NRの部分集合 が有理凸多面錐であるとは
9s 2N ; 9e1; : : : ; es 2 N;  = R0e1 +   +R0es
であることをいい，0でない線形部分空間を含まない有理凸多面錐を強凸であるという．
 が の面であるとは，NRからRへのある定数項のない一次関数 f が存在し




（ii） 2 ) 8  ;  2 ，
（iii）;  2 )  \   ;  [   ．















に対しCが 8<: 2 C;   0 ) 0 2 C1; 2 2 C ) 1 \2  1; 1 \2  2
を満たすとき，Cを多面体複体といい， をCの台という．  = jCjと表す．
辺の集合と頂点の集合をそれぞれE; V とおく．




定義 2.4.3 （種数）非特異トロピカル曲線  の種数 gを
g = dimH1( ;R)
と定義する．
注 2.4.4 非特異トロピカル曲線  の種数 gは
g = e  v + 1 (e = #E; v = #V )
と表せる．
定義 2.4.5 （標準モデル [6]）曲線  の点 pに対し，Upを  上の十分小さな pの近傍とす
る．このとき，Up n fpgの連結成分の最小値を pの次数といい，valence(p)で表す．また
 に対し頂点集合 V と辺集合Eを
V := fv 2   j valence(v) 6= 2g
E := fe    n V j eは  n V 上の連結成分 g














になる．ただしe1; : : : ; e3の長さをそれぞれ l1;    ; l3とする．このときV = fv1; v2g; E =
fe1; e2; e3gとおくと，  = (V; E; l)と表せる．
定義 2.4.7（曲線の間の同型写像）曲線 1;  2の標準モデルをそれぞれ (V1; E1; l1); (V2; E2; l2)
とすると， 1から  2への写像 'が等長同相写像であるとき同型写像という．このとき，
'から導かれる V1から V2への全単射を 'V とおき，E1からE2への全単射を 'Eとおく．
 1 =  2のとき 'を自己同型写像という．
以下，曲線上の有理関数について定義を準備する．
定義 2.4.8 （格子長）n次元整数ベクトル u = (u1; : : : ; un)が gcd(u1; : : : ; un) = 1を満
たすとき原始ベクトルという．また，n次元実数ベクトル ~uに対し，原始ベクトルuと実
数 kが存在し，~u = kuを満たすとき，~uの格子長 l(~u)を jkjと定義する．
定義 2.4.9 （トロピカル有理関数）曲線  上の実数値連続関数 F がトロピカル有理関数
であるとは， から分岐点を含むある有限個の点を除いたとき，各連結成分上でF の傾き







例 2.4.10 実数値関数 F を
F (x; y) = “0x+ 1
0y + 0
”








とする．このとき，有限個の点として (0; 0); (1; 0)を除くと 4つの辺ができる．それぞれ
の辺を
e1 = f(x; y) 2 R2 j 0 < x  4; y = 0g
e2 = f(x; y) 2 R2 j 0 < x < 1; y = 0g
e3 = f(x; y) 2 R2 j x = 0; 0 < y  4g
e4 = f(x; y) 2 R2 j  4  x < 0; y = xg
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と定める．今，P = (p1; p2); Q = (q1; q2)とすると，P; Q 2 e1のとき F (P ) = F (Q) = 1
であるので，PQ間の傾きは






l(p1   q1; 0) = 0
である．同様に e2; e3; e4に対し，F の傾きはそれぞれ 1; 0; 0となるため，F は有理関数
である．
 













定義 2.5.1 （因子）曲線  上の因子（divisor）Dを  の元で生成される自由アーベル群
の元と定義する．つまり，
D = a1p1 +   + anpn　 (9n 2N ; 9p1; : : : ; pn 2  ; 9a1; : : : ; an 2 Z)
と表せる．またDの次数 deg(D)を
deg(D) := a1 +   + an
と定義する．さらに，a1; : : : ; an  0のとき，Dを有効因子（eective divisor）といい，
 の有効因子全体の集合を E( )で表す．
定義 2.5.2 （主因子）曲線  上の有理関数 F と  の点 vに対し，F の vにおける位数
ordv(F )を vから出ている辺の原始方向ベクトルをu1; : : : ; unを用いて
ordv(F ) :=  
nX
k=1
F ("uk + v)  F (v)
"
(" 2 R>0 :十分小)











F ("uk + v)  F (v)
"
(" 2 R>0 :十分小)
となる．
注 2.5.4 曲線上の分岐点でない点のうち，位数が 0でない点は有理関数の傾きが変化し
ている点であり，有理関数の定義 2.4.9より，そのような点は有限個である．主因子は位
数が 0でない点で生成されるので有限和となる．
定義 2.5.5 （線形同値，階数）曲線  上の因子D1; D2が線形同値であるとは， 上のあ
る有理関数 F が存在しD1  D2 = div(F )を満たすことをいい，D1  D2と表す．また  
上の因子Dに対し
jDj := fE 2 E( ) j D  Eg
をDに付随する完備線形系といい，Dの階数 rank(D)を
rank(D) := max(r 2N j次数 rの任意の有効因子Eに対し jD   Ej 6= ;)
で定義する．ただし jDj = ;であるときは rank(D) =  1とする．






命題 2.5.7 （[1]）種数 gの曲線  の標準因子K の次数は
deg(K ) = 2g   2
となる．
定義 2.5.8 （超楕円）曲線  が超楕円的であるとは， の種数が 2以上であり，次数が 2
で階数が 1の因子を持つことをいう．
命題 2.5.9 （[6]）曲線  に対し，以下は同値である．
（i） は超楕円．
（ii）位数 2の自己同型写像 が存在し  =hiが木となる．
定義 2.5.10 （トリゴナル曲線）曲線  にある因子Dが存在し
deg(D) = 3; rank(D)  1
を満たすとき， をトリゴナル曲線という．特に rank(D) = 1であるとき， を狭義トリ
ゴナル曲線という．
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定理 2.5.11 （Riemann-Rochの定理 [5]）種数 gの曲線  の任意の因子Dに対し
rank(D)  rank(K   D) = deg(D) + 1  g
が成り立つ．
これまで準備してきた定義を利用し，以下の 2つの定理を証明する．
定理 2.5.12 曲線 が円周S1と同相な部分グラフ 1をもち，  =  1t 2;  1\ 2 = fptg
となるとき， 1上の異なる 2点は線形同値にならない．
証明　  1のある異なる 2点 p; qに対し，p  qであるとする．つまり，ある有理関数 F
が存在し，
p  q = div(F )







 a  1 a+ 1
b
このとき，分岐点の位数は 0であるので
(a+ 1) + ( a  1) + b = 0
b = 0
である．今
(a+ 1)l1 + al2 + (a+ 1)l3 = 0
a =
 l1   l3
l1 + l2 + l3
が成り立ち，j   l1   l3j < jl1 + l2 + l3jとなるため aが整数となるのは l1   l3 = 0また
は l2 = 0のとき，つまり l1 = l3 = 0または l2 = 0となるときである．これは p; qが異な
る 2点であることに矛盾する．
}
定理 2.5.13 S1と同相な曲線  上の 4点 P; Q; R; Sが PQRSの順に並んでいるとする．
このとき，次が成り立つ．
P +Q  R + S , l(PS) = l(QR)
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証明　 (() 有理関数 F で
(1) P からQへの傾きが 0
(2) QからRへの傾きが 1
(3) Rから Sへの傾きが 0
(4) Sから P への傾きが 1
を満たすものが存在する．このとき，
P +Q R  S = div(F )
となるので P +QとR + Sは線形同値である．
　
()) P +Q  R + Sより，ある有理関数 F が存在し
P +Q R  S = div(F )　 (1)
となる．今P からQへの傾きを aとすると，QからP への傾きは aである．(1)よりQ
の位数は 1であるので，QからRへの傾きを bとすると
 ( a+ b) = 1
b = a  1














F (Q) = F (P ) + al(PQ)
F (R) = F (Q) + (a  1)l(QR)
F (S) = F (R) + al(RS)
F (P ) = F (S) + (a+ 1)l(SP )
が成り立つ．以下この証明では l(PQ)を単に PQと省略して書くとすると，上の式から
F (P ) = F (P ) + aPQ+ (a  1)QR + aRS + (a+ 1)SP
0 = aPQ+ (a  1)QR + aRS + (a+ 1)SP
0 = a(PQ+QR +RS + SP ) + (SP  QR)　 (2)
a =
QR  SP
PQ+QR +RS + SP










+ 1 (v = #V )
をみたす．
証明 集合 P を
P := f(p; s) j p 2 V; s 2 E; p  sg














命題 3.1.2 （[2]）種数 3の曲線の位相同型類は図 1の 5種類である．
定義 3.1.3 （モジュライ空間）g  2とする．位相空間M が，種数 gの曲線の同型類の
集合との間に全単射 'が存在するとする．曲線の連続族 f に対し，f の底空間 SからM
への 'から定まる写像が連続になるとき，M は種数 gの曲線のモジュライ空間であると
いう．
定義 3.1.3で用いられている連続族は以下で定義される．
定義 3.1.4（連続族）位相空間X; Sの間の連続写像fが種数gの曲線の連続族 (continuous
family)であるとは，次の条件を満たすことをいう．
(i) S の任意の元 sに対し f 1(s) =: Xs は種数 g の曲線であり，sを含む開集合 U と，
U  f 1(s)から f 1(U)への同相写像 'U が存在し
pr1 = f jf 1(U)  'U
を満たす．












命題 3.1.5 定義 3.1.4の U の任意の元 s0に対し，
f 1(s0) ' f 1(s)
が成り立つ．
証明可換性から，f 1(s0) = 'U(pr 11 (s0))が成り立つ．よって
f 1(s0) ' pr 1(s0) ' fs0g  f 1(s) ' f 1(s)
が成り立つ．
}
命題 3.1.6 定義 3.1.4の連続族 f : X! Sに対し，Sの各連結成分毎にファイバーの同相
類は一定である．
証明種数 gの曲線の頂点数は v = 2g  2，辺の数は e = 3g  3であるため同相類は有限個
である．よって，種数 gの曲線の同相類を (1); (2); : : : ; (n)で表すとする．
Si := fs 2 S j f 1(s)の同相類が (i)g　 (i = 1; : : : ; n)
とおく．このとき Siの任意の元 s0に対し，命題 3.1.5のU をとると，U は Siの部分集合











j2f1; :::; ngnfig Sjも開集合であり，和
集合の補集合である Siは閉集合である．したがって，Siは開かつ閉の集合である．しか
し，Sは空でない連結成分であるので S = Siである．よって，題意は示された．
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}記号 3.1.7 曲線  の標準モデルの辺集合E = fe1;    ; engの元にそれぞれ適当に向きを
付けたとき，正の向きの辺を+ei負の向きの辺を eiと表し， ~E := fe1;    ; engと
する．
定義 3.1.8 曲線の標準モデル  = (V; E; l)の向き付けられた辺集合を ~E = fe1;    ; eng
とする． の自己同型写像 'に対し，'から導かれる ~Eの全単射 ' ~Eは
' ~E( ei) =  ' ~E(ei)
を満たすようと定まる．このとき，
A' := (aij)1i; jn aij =
8>><>>:
1 (' ~E(ej) = ei) (複号同順)
 1 (' ~E(ej) = ei) (複号同順)
0 (otherwise)
を 'の表現行列という．A'は辺の向き付けに依存する．
命題 3.1.9 曲線  の自己同型写像 'に対し A'を与える Aut  ! GL(n; R)は準同型で
ある．
証明　 '1; '2を  の自己同型写像として，A'1'2 = A'1A'2を示す．A'1'2 ; A'1 ; A'2を
それぞれ
A'1'2 := (aij)1i; jn; A'1 := (bij)1i; jn; A'2 := (cij)1i; jn
として表す．今 '1は全単射写像であるから，任意の ~Eの元 eiに対し唯一つの k1が存在
し '1(ek1) = eiまたは '1( ek1) = eiとなる．よって，
bik1 = 1または bik1 =  1; bik = 0 (8k 6= k1; 1  k  n)
を満たす．また'2は写像であるから，任意の ~Eの元ejに対し唯一つのk2が存在し'2(ej) =
ek2または '2(ej) =  ek2となる．よって，





bikckj = 1 , bik0 = 1; ck0j = 1; bik = ckj = 0 (k0 6= k; 1  k  n) (複号同順)
, '1 ~E(ek0) = ei; '2 ~E(ej) = ek0 (複号同順)
, '1 ~E  '2 ~E(ej) = ei






bikckj = 0 , bik = 0または ckj = 0 (1  8k  n)
, '1 ~E(ek1) 6= eiまたは'2 ~E(ej) 6= ek2
, '1 ~E  '2 ~E(ej) 6= ei




はじめに（第 1章）でも紹介したが，命題 3.1.2で述べたように，種数 3の曲線の標準
モデルの同相類は以下の 5種類である．
type 1 type 2 type 3
type 4 type 5
定理 3.2.1 以下の条件を満たす位相空間M3 =
`5
i=1 Siが存在する．
(a) 各 Siは type iの種数 3の非特異トロピカル曲線の同型類の集合と対等である．
(b) 種数 3の非特異トロピカル曲線の任意の連続族 f : X ! T が与えられたとき，t 2 T
に対し f 1(t)の同型類に対応するM の点を与える写像 ' : T !M は連続である．
(c) SiはR6の部分集合で閉包が凸多面体となる．




















以下の通りである．ただし，表現行列の添え字は v1; : : : ; v4の置換を表しているとする．
A(1 2) =
0BBBBB@
 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0
1CCCCCA ; A(1 3) =
0BBBBB@
0 0 0  1 0 0
0  1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
1CCCCCA ; A(1 4) =
0BBBBB@
0 0 0 0 0  1
0 0 0 0  1 0
0 0  1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0  1 0 0 0 0




0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0  1 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
1CCCCCA ; A(2 4) =
0BBBBB@
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0  1 0
0 0 0  1 0 0
0 0 0 0 0  1
1CCCCCA ; A(3 4) =
0BBBBB@
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0  1 0
0 0 0 1 0 0
1CCCCCA
A(1 2)(3 4) =
0BBBBB@
 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0  1 0
0 1 0 0 0 0
1CCCCCA ; A(1 3)(2 4) =
0BBBBB@
0 0 0 0 1 0
0  1 0 0 0 0
0 0 0  1 0 0
0 0  1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0  1
1CCCCCA ; A(1 4)(2 3) =
0BBBBB@
0 0 0 0  1 0
0 0 0 0 0  1
0 0  1 0 0 0
0 0 0  1 0 0
 1 0 0 0 0 0
0  1 0 0 0 0
1CCCCCA
A(1 2 3 4) =
0BBBBB@
0 0  1 0 0 0
0 0 0 0 0  1
0 0 0 0  1 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0
1CCCCCA ; A(1 2 4 3) =
0BBBBB@
0  1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0  1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0  1
1 0 0 0 0 0
1CCCCCA ; A(1 3 2 4) =
0BBBBB@
0 0 0 0  1 0
0 0  1 0 0 0
0 0 0 0 0  1
0  1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0  1 0 0
1CCCCCA
A(1 3 4 2) =
0BBBBB@
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0  1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0  1 0
1CCCCCA ; A(1 4 2 3) =
0BBBBB@
0 0 0 0 1 0
0 0 0  1 0 0
0  1 0 0 0 0
0 0 0 0 0  1
 1 0 0 0 0 0
0 0  1 0 0 0
1CCCCCA ; A(1 4 3 2) =
0BBBBB@
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1
 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0  1 0 0 0




(l1;    ; l6)とする．自己同型により l1 = max(l1; : : : ; l6); l2 = max(l2; l3; l4; l6)としてよ
いと定めておく．
S1 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l3 = l4 = l5 = l6g
S21 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 = l3 = l4 = l5 = l6g
S22 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l3 = l4 = l5 > l6g
S23 = fl 2 R6>0 j l1 = l5 > l2 = l3 = l4 = l6g
S24 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l5 = l6 > l3 = l4g
S25 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l3 > l4 = l5 = l6g
S26 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l4 > l3 = l5 = l6g
S27 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l3 = l4 > l5 = l6g
S31 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l5 = l6 > l3 > l4g
S32 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 = l3 = l4 = l6 > l5g
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S33 = fl 2 R6>0 j l1 > l5 > l2 = l3 = l4 = l6g
S34 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 = l4 > l3 = l5 = l6g
S35 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 = l3 > l4 = l5 = l6g
S36 = fl 2 R6>0 j l1 = l5 > l2 = l6 > l3 = l4g
S37 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l4 > l5 = l6 > l3g
S38 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l4 > l3 > l5 = l6g
S39 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l3 > l5 = l6 > l4g
S310 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l3 > l4 > l5 = l6g
S311 = fl 2 R6>0 j l1 = l5 > l2 = l3 = l6 > l4g
S312 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l5 > l3 = l4; l6g
S313 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l3 = l5 > l4 > l6g
S314 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 = l3 = l5 = l6 > l4g
S315 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 = l5 = l6 > l3 = l4g
S316 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 = l3 = l5 > l4 = l6g
S317 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 = l4 = l5 > l3 = l6g
S318 = fl 2 R6>0 j l1 = l5 > l2 = l3 > l4 = l6g
S41 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 > l3; l4; l5 = l6g
S42 = fl 2 R6>0 j l1 = l5 > l2 = l6 > l3 > l4g
S43 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l5 > l3; l4; l6; l3 > l4g
S44 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 = l5 = l6 > l3 > l4g
S45 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 = l3 = l4 > l5; l6g
S46 = fl 2 R6>0 j l1 > l5 > l2 = l3 = l6 > l4g
S47 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 = l3 = l5 > l4 > l6g
S48 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 = l4 = l5 > l3 > l6g
S49 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l4 > l3 > l5 > l6g
S410 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l3 > l4 > l5 > l6g
S411 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 = l6 > l3 = l4; l5g
S412 = fl 2 R6>0 j l1 > l5 > l2 = l6 > l3 = l4g
S413 = fl 2 R6>0 j l1 = l5 > l2 > l6; l3 = l4g
S414 = fl 2 R6>0 j l1 = l5 > l2 = l3 > l4 > l6g
S415 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 = l3 > l4 = l6; l5g
S416 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 = l4 > l3 = l6; l5g
S417 = fl 2 R6>0 j l1 > l5 > l2 = l3 > l4 = l6g
S418 = fl 2 R6>0 j l1 > l5 > l2 = l4 > l3 = l6g
S51 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 = l5 > l3; l4; l6g
S52 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 > l5 > l6; l2 > l3; l4g
S53 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 = l6 > l3; l4; l5g
S54 = fl 2 R6>0 j l1 > l5 > l2 = l6 > l3 > l4g
S55 = fl 2 R6>0 j l1 = l5 > l2 > l6; l2 > l3 > l4g
S56 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 = l3 > l5; l2 > l4 > l6g
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S57 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 = l4 > l5; l2 > l3 > l6g
S58 = fl 2 R6>0 j l1 > l5 > l2 = l3 > l4 > l6g
S59 = fl 2 R6>0 j l1 > l5 > l2 = l4 > l3 > l6g
S61 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 > l3; l4; l5; l6g
S62 = fl 2 R6>0 j l1 > l5 > l2 > l3; l4; l6g
この胞体分割からモジュライ空間は





S1 hA(1; 2); A(1; 3); A(1; 4)i = S4
S23 ; S
2
4 hA(1 2); A(1 3 2 4); A(1 4 2 3)i = D4
S25 hA(2 3); A(2 4)i = S3
S26 hA(1 2); A(1 3)i = S3
S41 hA(1 2)(3 4)i  hA(1 3)(2 4)i = (Z=2Z)2
S31 ; S
2





1 hA(1 2)i  hA(3 4)i = (Z=2Z)2
S42 ; S
3
11 hA(1 4)(2 3)i = Z=2Z
S414; S
3




































type 2曲線の標準モデルを以下のように定め，l(ei) = liとする．











0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1CCCCCCA ; A(3 4) =
0BBBBBB@
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0




 1 0 0 0 0 0
0  1 0 0 0 0
0 0  1 0 0 0
0 0 0  1 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
1CCCCCCA ; A(1 4)(2 3)(5)(6) =
0BBBBBB@
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0  1 0
0 0 0 0 0  1
1CCCCCCA
上記の生成元が自己同型となる条件に従い，胞体分割を行うと以下のように分けること
ができる．ただし，l = (l!; : : : ; l6)とする．
S2 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l3 = l4; l5 = l6g
S31 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l3 = l4; l5 > l6g
S32 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l4 > l3; l5 = l6g
S33 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 > l3 = l4; l5 = l6g
S41 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l4 > l3; l5 > l6g
S42 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 > l3 = l4; l5 > l6g
S43 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 > l4 > l3; l5 = l6g
S44 = fl 2 R6>0 j l1 = l4 > l2 > l3; l5 = l6g
S45 = fl 2 R6>0 j l1 > l4 = l3; l1 > l2; l5 = l6g
S51 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 > l4 > l3; l5 > l6g
S52 = fl 2 R6>0 j l1 = l4 > l2 > l3; l5 > l6g
S53 = fl 2 R6>0 j l1 > l4 = l3; l1 > l2; l5 > l6g
S54 = fl 2 R6>0 j l1 > l4 > l3; l1 > l2; l5 = l6g
S6 = fl 2 R6>0 j l1 > l4 > l3; l1 > l2; l5 > l6g




S2 hA(1 2); A(3 4); A(1 4)(2 3)(5)(6)i  hA(1)(2)(3)(4)(5 6)i = D4  (Z=2Z)
S31 hA(1 2); A(3 4); A(1 4)(2 3)(5)(6)i = D4
S33 hA(1 2)i  hA(3 4)i  hA(1)(2)(3)(4)(5 6)i = (Z=2Z)3
S32 ; S
4
3 hA(1 2)i  hA(1)(2)(3)(4)(5 6)i = (Z=2Z)2
S42 hA(1 2)i  hA(3 4)i = (Z=2Z)2
S45 hA(3 4)i  hA(1)(2)(3)(4)(5 6)i = (Z=2Z)2
S41 ; S
5
1 hA(1 2)i = D4 Z=2Z
S44 ; S
5
4 hA(1)(2)(3)(4)(5 6)i = Z=2Z


































 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1CCCCCCA ; A(3 4)(5)(6) =
0BBBBBB@
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0  1 0
0 0 0 0 0  1
1CCCCCCA ; A(5 6) =
0BBBBBB@
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
1CCCCCCA
上記の生成元が自己同型となる条件に従い，胞体分割を行うと以下の表「type 3曲線の
胞体別自己同型群」のように分けることができる．ただし，l = (l!; : : : ; l6)とする．
S4 = fl 2 R6>0 j l3 = l4; l5 = l6g
S51 = fl 2 R6>0 j l3 = l4; l5 > l6g
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S52 = fl 2 R6>0 j l3 > l4; l5 = l6g
S6 = fl 2 R6>0 j l3 > l4; l5 > l6g
S3 = fl 2 R6>0 j l3  l4; l5  l6g
各胞体に対し，自己同型群は以下のように定まる．
胞体 自己同型群
S4 hA(1)i  hA(3 4)(5)(6)i  hA(5 6)i = (Z=2Z)3
S51 hA(1)i  hA(3 4)(5)(6)i = (Z=2Z)2
S52 hA(1)i  hA(5 6)i = (Z=2Z)2















e6v1 v2 v3 v4
各辺には適当に向きを定める．このとき，type 4曲線の自己同型群の生成元の表現行列




 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1CCCCCCA ; A(3 4) =
0BBBBBB@
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0




1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0  1
1CCCCCCA ; A(1 6)(2 5)(3)(4) =
0BBBBBB@
0 0 0 0 0  1
0 0 0 0  1 0
0 0  1 0 0 0
0 0 0  1 0 0
0  1 0 0 0 0
 1 0 0 0 0 0
1CCCCCCA
上記の生成元が自己同型となる条件に従い，胞体分割を行うと以下のように分けること
ができる．ただし，l = (l!; : : : ; l6)とする．
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S3 = fl 2 R6>0 j l3 = l4; l2 = l5; l1 = l6g
S41 = fl 2 R6>0 j l3 = l4; l2 = l5; l1 > l6g
S42 = fl 2 R6>0 j l3 > l4; l2 = l5; l1 = l6g
S51 = fl 2 R6>0 j l3 = l4; l2 > l5g
S52 = fl 2 R6>0 j l3 > l4; l2 = l5; l1 > l6g
S6 = fl 2 R6>0 j l3 > l4; l2 > l5g




S3 hA(3 4)i  hA(1); A(6); A(1 6)(2 5)(3)(4)i = (Z=2Z)D4
S41 ; S
5
1 hA(1)i  hA(3 4)i  hA(6)i = (Z=2Z)3
S42 hA(1); A(6); A(1 6)(2 5)(3)(4)i = D4
S52 ; S

























1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0  1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1CCCCCCA ; A(5) =
0BBBBBB@
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0  1 0
0 0 0 0 0 1
1CCCCCCA ; A(6) =
0BBBBBB@
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0




0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1
1CCCCCCA ; A(2 3) =
0BBBBBB@
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
1CCCCCCA ; A(3 1) =
0BBBBBB@
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
1CCCCCCA
上記の生成元が自己同型となる条件に従い，胞体分割を行うと以下のように分けること
ができる．ただし，l = (l!; : : : ; l6)とする．
S2 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l3; l4 = l5 = l6g
S31 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l3; l4 > l5 = l6g
S32 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l3; l4 = l5 > l6g
S41 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 = l3; l4 > l5 > l6g
S42 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 = l3; l5 = l6g
S43 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 > l3; l4 = l5g
S51 = fl 2 R6>0 j l1 > l2 = l3; l5 > l6g
S52 = fl 2 R6>0 j l1 = l2 > l3; l4 > l5g







l1 > l2 > l3;
l1 = l2 > l3 ) l4  l5;
l1 > l2 = l3 ) l5  l6;





S2 hA(4); A(5); A(6); A(1 2); A(2 3); A(3 1)i = (Z=2Z)S4
S31 ; S
4
2 hA(4)i  hA(5); A(6); A(2 3)i = (Z=2Z)D4
S32 ; S
4



















定理 3.2.2 種数 3の非特異トロピカル曲線の自己同型群は以下の群のいずれか１つと同
型である．ただしDnは位数が 2nの二面体群とする．
fidg; Z=2Z; (Z=2Z)2; (Z=2Z)3; S3; S4; S4  (Z=2Z); D4; D4  (Z=2Z)








すべての辺の長さが等しい type 2曲線を考える．このとき，各頂点を v1; : : : ; v4，各辺
を e1; : : : ; e6とし，各辺の向きを以下の図のように与えるとする．





vi; vjの置換を (vi vj)と表すとする．このとき，頂点の置換で type 2曲線の自己同型から
引き起こされるのは
idv; (v1 v2)(v3 v4); (v1 v3)(v2 v4); (v1 v4)(v2 v3)
のみである．それぞれに対し，辺の置換は e1と e2の置換である (e1 e2)と，e3と e4の置
換である (e3 e4)の有無が考えられるため，曲線  の自己同型は
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id; (e1 e2); (e3 e4); (e1 e2)(e3 e4);
(v1 v2)(v3 v4); (v1 v2)(v3 v4)(e1 e2); (v1 v2)(v3 v4)(e3 e4); (v1 v2)(v3 v4)(e1 e2)(e3 e4);
(v1 v3)(v2 v4); (v1 v3)(v2 v4)(e1 e2); (v1 v3)(v2 v4)(e3 e4); (v1 v3)(v2 v4)(e1 e2)(e3 e4);
(v1 v4)(v2 v3); (v1 v4)(v2 v3)(e1 e2); (v1 v4)(v2 v3)(e3 e4); (v1 v4)(v2 v3)(e1 e2)(e3 e4)
の計 16個である．これは，
h(v1 v2)(v3 v4)i  h(e1 e2); (e3 e4); (v1 v3)(v2 v4)i (3.1)
の元となり，さらに (3.1)は (Z=2Z)D4と同型である．
type 3曲線
すべての辺の長さが等しい type 3曲線を考える．このとき，各頂点を v1; : : : ; v4，各辺








vi; vjの置換を (vi vj)と表すとする．このとき，頂点の置換で type 3曲線の自己同型から
引き起こされるのは
idv; (v3 v4)
のみである．それぞれに対し，e1の向きを反転させる ( e1)と，辺の置換は e5と e6の置換
である (e5 e6)の有無が考えられるため， の自己同型は
id; ( e1); (e5 e6); ( e1)(e5 e6)
(v3 v4); (v3 v4)( e1); (v3 v4)(e5 e6); (v3 v4)( e1)(e5 e6)
の計 8個である．これは，
h(v3 v4)i  h( e1)i  h(e5 e6)i (3.2)
の元となり，さらに (3.2)は (Z=2Z)3と同型である．
type 4曲線
すべての辺の長さが等しい type 4曲線を考える．このとき，各頂点を v1; : : : ; v4，各辺






e6v1 v2 v3 v4
vi; vjの置換を (vi vj)と表すとする．このとき，頂点の置換で type 4曲線の自己同型とし
て取り得るのは
idv; (v1 v4)(v2 v3)
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のみである．それぞれに対し，e1の向きを反転させる ( e1)と，e6の向きを反転させる ( e6)
と，辺の置換は e3と e4の置換である (e3 e4)の有無が考えられるため， の自己同型は
id; ( e1); ( e6); (e3 e4); ( e1)( e6);
( e1)(e3 e4); ( e6)(e3 e4); ( e1)( e6)(e3 e4)
(v1 v4)(v2 v3); (v1 v4)(v2 v3)( e1); (v1 v4)(v2 v3)( e6); (v1 v4)(v2 v3)(e3 e4); (v1 v4)(v2 v3)( e1)( e6);
(v1 v4)(v2 v3)( e1)(e3 e4); (v1 v4)(v2 v3)( e6)(e3 e4); (v1 v4)(v2 v3)( e1)( e6)(e3 e4)
の計 16個である．これは，
h(e3 e4)i  h( e1); ( e6); (v3 v4)i (3.3)
の元となり，さらに (3.3)は (Z=2Z)D4と同型である．
type 5曲線
すべての辺の長さが等しい type 5曲線を考える．このとき，各頂点を v1; : : : ; v4，各辺









B' := (bij)1i; j3 aij =
8>><>>:
1 ('(ej+3) = ei+3)
 1 ('(ej+3) = ei+3)
0 (otherwise)
つまり，3つのループの反転を符号で，置換を成分で表した行列となる．
例として，(i j)は ei; ejの置換を表し，(k)は ekの向きの反転を表すとしたときに写像
' = (1 2)(4 5)(6)について考えてみる．


















定理 4.1.1 種数 3の曲線は狭義トリゴナルである．
証明　種数 3の曲線  に対し，Dを  の次数 3の因子とし，K を  の標準因子とする．
このとき定理 2.5.11より
rank(D)  rank(K   D) = deg(D) + 1  3
rank(D) = rank(K   D) + 1
が成り立つ．よって， の次数 3の任意の因子Dに対し rank(K   D)  0であり，ある
因子Dで rank(K  D) = 0を満たすことを示せばよい．まず前者を背理法を用いて示す．
次数 3のある因子Dで rank(K  D)  1であると仮定する．今，命題 2.5.7よりK の
次数は 4であるので， の任意の点 pに対し
deg(K   D   p) = deg(K )  deg(D)  deg(p)
= 4  3  1
= 0
となるため，jK   D   pj = f0gである．よって，
K   D   p  0





曲線  が type 1曲線であり，各辺の長さが l1; : : : ; l6で与えられているとする． の 2
点 p; qを 4つの分岐点の中からとるとき，pと qが線形同値つまりある有理関数F により
p  q = div(F )と仮定する．F の各辺での傾きを以下の図のように定める．
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p (ord(p) = 1)











a+ b+ c =  1 (4.4)
となる．ここで
bl2  cl3 (4.5)
としても問題ない．このとき
bl2 + dl5 = cl3
より d  0である．
今 b  0と仮定すると (4.5)より c  0が成り立ち，(4.4)より a < 0である．しかし
al1 = cl3 + (c+ d)l6 (4.6)
より，c; d  0であることに矛盾する．よって，b < 0である．
また
al1 = bl2 + (b  d)l4
が成り立つので，b; b  d < 0から a < 0となる．a < 0; d  0から (4.6)より c < 0であ




曲線  が type 2曲線であり，各辺の長さが l1; : : : ; l6で与えられているとする． の 2
点 p; qを 4つの分岐点の中から以下の図のようにとるとき，pと qが線形同値つまりある
有理関数 F により p  q = div(F )と仮定する．F の各辺での傾きを以下の図のように定
める．
p (ord(p) = 1)
q (ord(q) =  1)











a+ b+ c =  1 (4.7)
である．このとき a  0を仮定すると
al1 = bl2 (4.8)
より，b  0となる．また (4.7)より c < 0が言え
al1 + (a+ b)l6   cl5 = dl3 (4.9)
より，d > 0となる．しかし
dl3 = (c  d)l4 (4.10)
より，c < 0ならば d  0でなくてはならないため矛盾する．よって a < 0であるので，さ
らに (4.8)から b < 0である．
次に c  0を仮定する．このとき (4.9)より d < 0を得るが，(4.10)より d  0となるた
め矛盾する．よって c < 0である．(4.7)は負の整数 a; b; cでは成り立たないため矛盾す
る．よって，p; qは線形同値ではない．
　
 が type 3，type 4，type 5のいずれかの曲線である場合
 には S1と同型な部分空間が存在し，これを Sとおく．S上に異なる 2点 p; qをとれ
ば命題 2.5.12より，p; qは線形同値ではない．
これらの線形同値とならない例により，次数 3のある因子Dで rank(K   D)  1であ
ることは否定され，次数 3の任意の因子Dに対し rank(K   D) < 1となる．
次に rank(K   D)  0を満たす，次数 3の因子Dの存在を示す．今， の標準モデル




D := v1 + v2 + v3 (V = fv1; : : : ; v4g)
と定めると
jK   Dj = jv4j 3 v4
より，jK  Djは空集合ではないため rank(K  D)  0が成り立つ．上で rank(K  D) < 1





y3 = c(x  a1)(x  a2)(x  a3)(x  a4) (c 2 C; a1; : : : ; a4は相異なる)






定理 4.1.3 種数 3の曲線  の任意の位数 3の自己同型 'に対し， を 'で生成される群
で割った商空間は種数 1となる．
証明　定理 3.2.1より，位数 3の自己同型をもつのは type 1と type 5の曲線である．まず
type 1の曲線の位数 3の自己同型は
A(1 2 3); A(1 3 2); A(1 2 4); A(1 4 2); A(1 3 4); A(1 4 3); A(2 3 4); A(2 4 3)
であるが，すべて 3つの点の循環であるので hA(1 2 3)iの商空間が種数 1となることを確認
すればよい．
一方，type 5の曲線の位数 3の自己同型は
A(1 2 3); A(1 3 2); A(1 2 3)(4)(5); A(1 2 3)(4)(6); A(1 2 3)(5)(6); A(1 3 2)(4)(5); A(1 3 2)(4)(6); A(1 3 2)(5)(6)
である．このうちA(1 2 3); A(1 3 2)は type 1と同様に hA(1 2 3)iを確認すればよく，
A(1 2 3)(4)(5); A(1 2 3)(4)(6); A(1 2 3)(5)(6); A(1 3 2)(4)(5); A(1 3 2)(4)(6); A(1 3 2)(5)(6)
についても hA(1 2 3)(4)(5)iを確認すれば十分である．
}
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